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Ungepaarter t-Test

v

Mit Hilfe des ungepaarten t-Tests ldsst sich her-
ausfinden, ob sich zwei unabhdngige Gruppen
beziiglich ihrer Mittelwerte statistisch signifi-
kant unterscheiden [3,9]. Streng genommen
setzt der t-Test die Normalverteilung des be-
trachteten Merkmals voraus. Der t-Test ist aber
sehr robust gegeniiber Abweichungen von der
Normalverteilung [11]. Bei geniigend groRen
Stichproben ist der t-Test auch anwendbar, wenn
die Zielvariable nicht normalverteilt ist [10]. Bei
kleinen Stichproben mit stetigen aber nicht nor-
malverteilten Daten kann ein entsprechender
nicht-parametrischer Test, wie z. B. der Wilco-
xon-Rangsummentest verwendet werden |[3].
Des Weiteren setzt der t-Test gleiche Varianzen
in den beiden Gruppen, die so genannte Homo-
skedastizidt, voraus. Ist diese Annahme stark
verletzt, so sollte auf modifizierte Tests zuriick-
gegriffen werden, die diese Annahme nicht be-
notigen [3]. Allerdings beseitigt die Anwendung
solcher modifizierter Tests nicht die Notwendig-
keit einer inhaltlichen Uberpriifung, ob ein
Gruppenvergleich in einer Situation, bei der die
Gruppenvarianzen stark unterschiedlich sind,
iiberhaupt sinnvoll ist. Bei geringeren Unter-
schieden in der Varianz ist jedoch in vielen pra-
xisrelevanten Situationen der gewdhnliche un-
gepaarte t-Test anwendbar. Da sehr hdufig in der
medizinischen Forschung genau zwei Gruppen
beziiglich eines stetigen Merkmals verglichen
werden, ist der t-Test eines der wichtigsten Ver-
fahren in der Medizinischen Statistik.

Ist in einer Studie jedoch das Ziel der Vergleich
von Mittelwerten zwischen mehr als zwei Grup-
pen, so wird eine flexiblere Methode bendétigt,
die den Vergleich von mehr als zwei Mittelwer-
ten zuldsst. Situationen, in denen mehr als zwei
Gruppen verglichen werden, sind z. B. klinische
Versuche mit mehr als zwei verschiedenen Me-
dikamenten oder epidemiologische Studien, in

denen die Exposition in mehr als zwei Auspra-
gungen gemessen wird (z. B. Raucher, Ex-Rau-
cher, Nicht-Raucher). Die Verallgemeinerung des
t-Tests auf solche Situationen ist die Varianzana-
lyse, die international durch ANOVA (Analysis of
variance) abgekiirzt wird [1]. Je nach Studiende-
sign und Datenlage ergeben sich unterschiedli-
che Varianzanalysemodelle. Die fiir die Anwen-
dung grundlegenden Modelle der ANOVA wer-
den im Folgenden kurz beschrieben und erklart.

Modell der Einfachklassifikation

Das einfachste varianzanalytische Modell ist das
der Einfachklassifikation. In diesem Modell kann
ein einziger Einflussfaktor untersucht werden,
der in mehr als zwei Auspragungen vorliegt. Wir
betrachten als Beispiel eine Studie, in der es um
die Untersuchung der Effekte von Rauchverhal-
ten und Sport auf die Lungenfunktion geht (zur
Illustration wird ein kiinstlicher Datensatz ver-
wendet). Bei 60 Probanden wurden die Lungen-
funktion mit Hilfe des forcierten exspiratori-
schen Volumens in einer Sekunde (FEV;) sowie
das Raucherhalten in drei Kategorien (0 = Nicht-
Raucher, 1=Ex-Raucher, 2=Raucher) und das
Vorhandensein regelmaf3iger sportlicher Aktivi-
tdt in zwei Kategorien (1=ja, 0=nein) gemessen.
In Tab.1 findet man einen deskriptiven Uber-
blick iber den verwendeten Datensatz.

Unter Vernachldssigung des Merkmals Sport be-
trachten wir zundchst die Nullhypothese, dass
alle drei Gruppen beziiglich des Rauchverhaltens
im Durchschnitt gleiche FEV;-Werte haben. Da
es sich dann um den Vergleich von drei Gruppen
handelt, ist der t-Test nicht anwendbar. Das rich-
tige Verfahren ist das Varianzanalysemodell der
Einfachklassifikation. Dieses Modell wird allge-
mein formuliert {iber die Gleichung

Vij=Htajt+ e
i=1,..m (Gruppen) und j=1,...,n; (Probanden)
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Tab.1 Deskriptive Statistik beziiglich des Merkmals FEV; (Angaben in Liter) in einer Studie zur Untersuchung des Effekts von Rauchverhalten und Sport bei 60

Probanden (kiinstliche Daten).

Sportler Nicht-Sportler
n Mw SD n
Nicht-Raucher 7 4,58 0,33 13
Ex-Raucher 8 3,68 0,85 12
Raucher 10 2,91 0,71 10
Gesamt 25 3,62 0,95 35

MW = Mittelwert; SD = Standartabweichung

wobei y;; der Merkmalswert des j-ten Probanden in der i-ten
Gruppe ist, p der Mittelwert Giber alle Probanden und a; der Ef-
fekt der i-ten Gruppe. Damit kann man auch schreiben, dass der
Mittelwert der i-ten Gruppe durch y; = p+a; darstellbar ist und o;
gerade die Abweichung des i-ten Gruppenmittelwerts vom Ge-
samtmittel ist. SchlieRlich ist e;; die zufdllige Abweichung des j-
ten Probanden vom i-ten Gruppenmittelwert. Im Beispiel ist y;
also der FEV,-Wert des j-ten Probanden in der i-ten Rauchersta-
tusgruppe, wobei der Index i von 1 bis m =3 lduft und j jeweils
von 1 bis n;=20 fiir alle i. In einer Beobachtungsstudie ist ein
balanciertes Design, also gleich viele Probanden in jeder Grup-
pe, eher die Ausnahme. Die Datenanalyse ist jedoch einfacher
und hat mehr statistische Power, wenn das Design balanciert ist,
so dass wir zur Illustration hier zundchst ein balanciertes De-
sign betrachten.

Um die Teststatistik und den p-Wert fiir die Nullhypothese der
Gleichheit aller Gruppenmittelwerte zu berechnen, bedient
man sich einer so genannten Varianzanalysetabelle, die in Tab. 2
aufgefiihrt ist.

Die Nullhypothese der Gleichheit aller Gruppenmittelwerte
ldsst sich mit Hilfe eines F-Tests testen, dessen Teststatistik sich
aus mittleren Quadratsummen zusammensetzt, die mit Hilfe
der Varianzanalysetabelle berechnet werden kénnen. Die Sum-
me von Abstandsquadraten gemdR dem Konzept von GauR bil-
det dabei das Grundgeriist fiir die Berechnung von Varianzen
bzw. Standardabweichungen [8]; auf die genauen Formeln wol-
len wir hier nicht ndher eingehen. Der F-Test vergleicht die Vari-
anz zwischen den Gruppen mit der Varianz innerhalb der Grup-
pen; daher kommt auch der Name des Verfahrens: Varianzana-
lyse. Die Idee des Tests ist dabei, dass die Varianzen innerhalb
der Gruppen klein und die zwischen den Gruppen erwartungs-
gemdl gro8 sind, wenn sich in Wahrheit die Gruppen unter-
scheiden. Der p-Wert findet sich in der Varianzanalysetabelle
rechts oben. Aufgrund des kleinen p-Werts (p < 0.0001) kann
man hier also die Gleichheit aller drei Gruppenmittelwerte
(Schatzung aus den Daten: Nicht-Raucher 3,93, Ex-Raucher
3,59, Raucher 2,84 Liter, siehe Tab. 1) ablehnen, so dass dieses
Modell einen statistisch signifikanten Einfluss des Rauchverhal-
tens auf die Lungenfunktion zeigt.

Der Nachteil dieses Modells ist jedoch, dass ein moglicher Effekt
regelmdRigen Sports nicht beriicksichtigt ist. Um auch den
moglichen Effekt regelmaRigen Sports zu berticksichtigen, muss
das Modell erweitert werden.

Modell der Zweifachklassifikation
Wire regelmafSiger Sport die einzige EinflussgroRe, so konnte
man zum Vergleich der Sportler mit den Nicht-Sportlern den t-

Gesamt
Mw SD n Mw sD
3,57 0,56 20 3,93 0,69
3,53 0,50 20 3,59 0,64
2,78 0,50 20 2,84 0,60
3,33 0,62 60 3,45 0,78

Test verwenden. Die beiden rohen Mittelwerte lauten 3,33 Liter
fiir Nicht-Sportler und 3,62 Liter fiir Sportler (siehe Tab. 1). Mit
Hilfe des t-Test ldsst sich hier jedoch kein signifikanter Unter-
schied zwischen Sportlern und Nicht-Sportlern belegen
(p=0,1605). Allerdings beriicksichtigt diese Analyse nicht den
Effekt des Rauchverhaltens und somit besteht die Gefahr einer
Verzerrung, wenn nur die rohen Mittelwerte verglichen wer-
den. Es wird daher ein Verfahren benoétigt, das gleichzeitig den
Effekt des Rauchverhaltens und den Effekt des Sports beriick-
sichtigt. Ein solches Verfahren stellt das Varianzanalysemodell
der Zweifachklassifikation dar. Dieses Modell wird allgemein
formuliert {iber die Gleichung

yijk =pta;t+ BJ + eijk i= 1,..m; _] =1,...I; k= 1""vnij

wobei yjji der Merkmalswert des k-ten Probanden in der i-ten
Gruppe des 1. Faktors (im Beispiel Rauchverhalten) und in der j-
ten Gruppe des 2. Faktors (im Beispiel Sport) ist, p der Mittel-
wert iiber alle Probanden, a; der Effekt der i-ten Gruppe 1. Fak-
tors, B; der Effekt der i-ten Gruppe 2. Faktors und ey die zufdlli-
ge Abweichung des k-ten Probanden vom jeweiligen Gruppen-
mittelwert.

Bei der Berechnung der Quadratsummen und der bendétigten
Teststatistiken und p-Werte ist - im Gegensatz zur vorherigen
Berechnung - jetzt zu beachten, dass das zugrunde liegende De-
sign unbalanciert ist, da nicht alle Zellen der Kreuzklassifikation
zwischen Rauchverhalten und Sport mit gleich vielen Proban-
den besetzt sind. Um mit diesem Problem umzugehen, wurden
verschiedene Losungen entwickelt, die so genannten Quadrat-
summen des Typs [, II, Ill und IV. In der Regel sollte man die
Quadratsummen des Typs II oder IIl verwenden, wobei aus in-
haltlichen Griinden primdr in der Praxis die Quadratsummen
des Typs III verwendet werden. Technische Details sind in der
Literatur zu finden [7]. Mit Hilfe der Quadratsummen des Typs
Il erhdlt man sowohl fiir den Faktor Rauchverhalten
(p <0,0001) als auch fiir den Faktor Sport (p=0,0145) ein signi-
fikantes Ergebnis. RegelmafSiger Sport hat also - wenn man den
Effekt des Rauchverhaltens ber{icksichtigt - einen signifikanten
Einfluss auf die Lungenfunktion. Dieses Ergebnis deutet an, dass
der Vergleich der rohen Mittelwerte mit Hilfe des t-Tests (s. 0.)
keine addquate Analyse darstellt.

Modell der Zweifachklassifikation mit Wechselwirkung

Das Modell der Zweifachklassifikation besitzt eine wichtige Vo-
raussetzung, ndmlich dass sich die Effekte der beiden betrachte-
ten Faktoren additiv verhalten. Das bedeutet, dass die Effekte
des einen Faktors in jeder Faktorstufe des anderen Faktors iden-
tisch sind. Um dies zu tiberpriifen, eignen sich z. B. grafische
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Abb.1 FEV;-Mittelwerte in Abhdngigkeit von Rauchverhalten und regel-
maRiger sportlicher Tatigkeit bei 60 Probanden.

Methoden. In © Abb. 1 sind die mittleren FEV;-Werte aus Tab. 1
getrennt nach Rauch- und Sportverhalten grafisch dargestellt.

Wenn die Unterschiede im FEV{-Wert zwischen Sportlern und
Nicht-Sportlern in allen drei Raucherstatusgruppen gleich wa-
ren, miissten die Linien parallel verlaufen. Dies ist jedoch bei
den betrachteten Daten nicht der Fall. Da der Unterschied zwi-
schen Sportlern und Nicht-Sportlern bei Nicht-Rauchern sehr
viel ausgeprdgter ist als in den beiden anderen Raucherstatus-
gruppen, ist die Annahme additiver Effekte hier fragwiirdig. Um
unterschiedliche Effekte des Sports in den drei Raucherstatus-
gruppen zu modellieren, muss man so genannte Wechselwir-
kungen ins Modell aufnehmen. Das Modell der Zweifachklassi-
fikation mit Wechselwirkung wird allgemein formuliert {iber
die Gleichung

Vijk= K+ aj + Bj + v + ejj i=1,.,m;j=1,..r; k= 1,...n5
wobei y;; die Wechselwirkung zwischen den beiden Faktoren
darstellt und die anderen Parameter die gleiche Bedeutung ha-
ben wie im letzten Abschnitt.

In diesem Modell erhdlt man dhnlich wie vorher signifikante Ef-
fekte fiir das Rauchverhalten (p <0,0001) und fiir den Faktor
Sport (p=0,0089). Aber auch die Wechselwirkung zwischen
Rauchen und Sport ist zum 5% Niveau statistisch signifikant
(p=0,0442). Die entsprechende Varianzanalysetabelle findet
man in Tab. 3. In dieser Studie hat man also statistisch signifi-
kante Effekte regelmdRigen Sports sowie des Rauchverhaltens
auf die Lungenfunktion gefunden, wobei der Effekt des Sports
zwischen den Raucherstatusgruppen allerdings unterschiedlich
ist.

In dhnlicher Weise lassen sich Modelle mit noch mehr Faktoren
bilden. Fiir jeden betrachteten Faktor und jede bedeutsame
Wechselwirkung kommt ein entsprechender Term im Modell
hinzu. Da das Grundprinzip der Modellierung gleich bleibt, wer-
den wir hier auf Modelle mit mehr als zwei Faktoren nicht wei-
ter eingehen.

Multiple Vergleiche

Die bisher betrachteten Ergebnisse der Varianzanalysen lassen
nur globale Schlussfolgerungen zu. Es konnte u. a. gezeigt wer-
den, dass es einen signifikanten Einfluss des Rauchverhaltens
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Tab.2 Varianzanalysetabelle fiir das Modell der Einfachklassifikation zur Un-
tersuchung von Unterschieden zwischen drei Raucherstatus-Gruppen beziig-
lich des Merkmals FEV;.

Quadrat- Freiheits- Mittelder F p-Wert
summe grade Quadrate
Zwischen 12,312 2 6,156 14,76 <0,0001
den Gruppen
Innerhalbder 23,773 57 0,417
Gruppen
Gesamt 36,085 59

Tab.3 Varianzanalysetabelle fiir das Modell der Zweifachklassifikation mit
Wechselwirkung zur Untersuchung des Effekts von Rauchverhalten und Sport
auf das Merkmal FEV;.

Quadrat-  Freiheits- Mittelder F p-Wert
summe grade Quadrate
Rauchver- 14,901 2 7,450 21,16 <0,0001
halten
Sport 2,595 1 2,595 7,37 0,0089
Rauchen x 2,329 2 1,164 3,31 0,0442
Sport
Fehler 19,016 54 0,352

gibt, d. h. es sind Unterschiede beziiglich des mittleren FEV-
Werts zwischen Rauchern, Ex-Rauchern und Nicht-Rauchern
vorhanden. Man weifd damit allerdings noch nicht, zwischen
welchen Gruppen signifikante Unterschiede bestehen. Die An-
wendung multipler t-Tests ist nicht addquat, da damit eine In-
flation des Typ-1-Fehlers einhergeht [4]. Der Vorteil der Varian-
zanalyse ist, dass hier addquate Methoden fiir multiple Verglei-
che zur Verfiigung stehen. Ein weiterer Vorteil dieser Modelle
ist, dass es moglich ist, adjustierte Mittelwerte zu berechnen,
bei denen die Effekte weiterer erkldrender Variablen beriick-
sichtigt werden.

Aus dem Modell der Zweifachklassifikation mit Wechselwir-
kung lassen sich fiir den Faktor Rauchverhalten folgende adjus-
tierte FEV{-Mittelwerte berechnen: Nicht-Raucher 4,07, Ex-
Raucher 3,61, Raucher 2,84 Liter. Beziiglich des Faktors Sport er-
hdlt man die adjustierten FEV{-Mittelwerte 3,29 fiir Nicht-
Sportler und 3,72 fiir Sportler. Vergleicht man diese Werte mit
den rohen, nicht adjustierten Mittelwerten aus Tab. 1, so zeigt
sich, dass insbesondere der Unterschied zwischen Sportlern
und Nicht-Sportlern bei den adjustierten Mittelwerten groRer
ist als bei den rohen Mittelwerten. Die Beriicksichtigung wichti-
ger Effekte in einem multifaktoriellen Modell fiihrt zur Vermin-
derung von Verzerrung sowie zur Erh6hung der statistischen
Power, was im betrachteten Datenbeispiel dazu fiihrt, dass ein
statistisch signifikanter Effekt des Sports gefunden werden
kann.

Mit Hilfe der so genannten Tukey-Kramer-Methode, die z. B. in
der Software PROC GLM von SAS fiir multiple Vergleiche im
Rahmen von Varianzanalysen zur Verfiigung steht [7], ergibt
sich die Aussage, dass sich alle drei Raucherstatusgruppen signi-
fikant voneinander unterscheiden (alle p < 0,05). Aufgrund der
signifikanten Wechselwirkung stellt sich noch die Frage, welche
Gruppen der Kreuzklassifikation zwischen Rauchen und Sport
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Tab.4 Ergebnisse der Tukey-Kramer-Methode (p-Werte) fiir multiple Vergleiche aus dem Modell der Zweifachklassifikation mit Wechselwirkung zur Untersu-

chung des Effekts von Rauchverhalten und Sport auf das Merkmal FEV.

Nr. Rauchstatus Sport MW Gruppennummer

1 2 3 4 5 6
1 Nicht-Raucher ja 4,58 - 0,0085 0,0532 0,0064 <0,0001 <0,0001
2 nein 3,57 0,0085 - 0,9988 1,000 0,0973 0,0268
3 Ex-Raucher ja 3,68 0,0532 0,9988 - 0,9946 0,0843 0,0265
4 nein 3,53 0,0064 1,000 0,9946 - 0,1530 0,0473
5 Raucher ja 2,91 <0,0001 0,0973 0,0843 0,1530 - 0,9963
6 nein 2,78 <0,0001 0,0268 0,0265 0,0473 0,9963 -

Tab.5 Ubersetzung wichtiger englischer Begriffe (deutsch - englisch).

ungepaarter t-Test unpaired t test

Homoskedastizidt homoscedasticity

Varianzanalyse analysis of variance (ANOVA)

Modell der Einfachklassifikation one-way ANOVA

Quadratsummen sum of squares
Varianzanalysetabelle ANOVA table

Modell der Zweifachklassifikation two-way ANOVA

unbalanciert unbalanced

Wechselwirkung interaction

multiple Vergleiche multiple comparisons

adjustierter Mittelwert adjusted mean (least squares mean)
Varianzanalyse fiir Messwertwieder- ~ ANOVA for repeated measurements
holungen

Modellgiite goodness-of-fit

sich signifikant voneinander unterscheiden. Diese Ergebnisse
lassen sich am iibersichtlichsten in einer (6x6)-Tabelle darstel-
len (siehe Tab. 4). Die h6chsten FEV{-Werte hat im Durchschnitt
die Gruppe der Nicht-Raucher mit regelmafigem Sport; diese
Gruppe ist signifikant von allen anderen verschieden (alle
p <0,01) auBBer der Gruppe der Ex-Raucher mit regelmdRigem
Sport (p=0,0532). Die Ergebnisse der anderen paarweisen
Gruppenvergleiche sind Tab. 4 zu entnehmen.

Hinweise zur Modellbildung

Eine sinnvolle Anwendung von Modellen der Varianzanalyse
setzt einen ausreichenden Stichprobenumfang voraus. Analog
zum allgemeinen multiplen Regressionsmodell sollten fiir jeden
freien Faktorterm im Modell mindestens 10 Beobachtungen zur
Verfiigung stehen [5]. Die Zahl der freien Faktorterme ergibt
sich hierbei aus der Zahl der Faktorstufen abziiglich 1. Die Zahl
der freien Wechselwirkungsterme ergibt sich aus der Multipli-
kation der beteiligten freien Faktorterme. In unserem Datenbei-
spiel ergibt sich mit dieser Faustregel fiir das Modell der Zwei-
fachklassifikation ein minimaler Stichprobenumfang von n=30
und fiir das Modell der Zweifachklassifikation mit Wechselwir-
kung von n=50.

Die Varianzanalyse besitzt im Prinzip dieselben Voraussetzun-
gen wie der t-Test, naimlich Normalverteilung und Homoskedas-
tizitdt. In der Praxis ist — wie im ersten Abschnitt geschildert -
die Annahme der Normalverteilung eher unkritisch. Bei kleinen
Stichproben und deutlicher Abweichung von der Normalvertei-
lung kénnen entsprechende nicht-parametrische Verfahren wie
z. B. der Kruskal-Wallis-Test eingesetzt werden [3]. Es existieren
auch neuere nicht-parametrische Verfahren fiir mehrfaktorielle

Versuchsplane [6]. Ist die Annahme der Homoskedastizitdt stark
verletzt, so sollten vor Anwendung von ANOVA-Modellen vari-
anzstabilisierende Transformationen verwendet werden.

Die gewdohnliche Varianzanalyse ist als Verallgemeinerung des
ungepaarten t-Tests anwendbar zur Analyse unabhangiger Stich-
proben. In der Datensituation mehrerer abhdngiger Stichproben,
also sozusagen in der Verallgemeinerung der Situation fiir den
gepaarten t-Test, miissen andere Verfahren, z. B. die Varianzana-
lyse fiir Messwertwiederholungen angewendet werden [2].

Ahnlich wie bei der multiplen Regression spielen bei der Mo-
dellbildung von Varianzanalysen Verfahren zur Untersuchung
der Modellgiite eine Rolle [5], auf die wir hier nicht eingehen
konnen. Die englischen Bezeichnungen der hier diskutierten
Begriffe zeigt Tab. 5.

Mit Hilfe der Varianzanalyse lassen sich Unterschiede zwi-
schen mehr als zwei Gruppen beziiglich ihrer Mittelwerte
einer stetigen Zielvariablen statistisch untersuchen. Eine
Beriicksichtigung mehrerer Faktoren ist mit Hilfe von Mo-
dellen der Mehrfachklassifikation moglich. Um herauszufin-
den, zwischen welchen Gruppen signifikante Unterschiede
bestehen, benétigt man Methoden fiir multiple Vergleiche.
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